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Das Konvergenzverhalten rationaler Approximationen an ganze Funktionen
liber unbeschrinkten Bereichen wurde in jiingster Zeit Gegenstand zahlreicher
Untersuchungen. Wir beweisen in dieser Arbeit ein hinreichendes Kriterium
fiir die geometrische Konvergenz der Minimalabweichungen, das alle bisher
bekannten direkten Kriterien als Spezialfialle enthilt. Insbesondere ergibt sich
die geometrische Konvergenz fiir ganze Funktionen f mit f'(x) > 0 fiir alle
X > ry, die auBerdem eine fiir die geometrische Konvergenz notwendige Wachs-
tumsbedingung erfiillen.

1. GEOMETRISCHE KONVERGENZ RATIONALER APPROXIMATIONEN

Ausgangspunkt der Untersuchungen iiber das asymptotische Verhalten
der Minimalabweichungen waren Beziehungen zwischen der Holomorphie
und der geometrischen Konvergenz der Minimalabweichungen [6, 8, 9]: Um
eine Theorie vom Bernstein-Typ zu entwickeln, betrachtet man zu gegebenem
r > 0 und s > 1 die abgeschlossene Ellipse €(r, s) der komplexen Ebene mit
Brennpunkten in 0 und r und der Summe r - s beider Achsen.

Fiir eine ganze Funktion f setzen wir

My(r, s) := max | f@).
Ist £: [0, o0] — R, so definieren wir

£l := Sup [ ()l

und
M1y := sup [f(x)]  fur r>0.
0<o<r
Meinardus et al. [10] bewiesen das folgende notwendige Kriterium.

229
0021-9045/78/0233-0229$02.00/0

Copyright © 1978 by Academic Press, Inc.
All rights of reproduction in any form reserved.
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Satz 1. Sei f(x) eine reelle, stetige Funktion iiber [0, o), {p,} eine Folge
reeller Polynome mit p,, € I, fiir jedes n > 0 und q eine reelle Zahl mit

1/n 1

CONNLN (L Y (1.1

Pn

im

n->o

Dann gibt es eine ganze Funktion F(z) mit F(x) = f(x) fiir alle x > 0 und F
ist von endlicher Ordnung. Auflerdem gibt es fiir jedes s > 1 Konstanten
K >0,0>0undry > 0mit ‘

Myr,s) < K(Ifll)®  fiuraller =r,. (1.2)
Umgekehrt bewiesen die gleichen Verfasser in[10].

SATZ 2. Sei f(z) = Y., a,z" eine ganze Funktion mit a, >0 fiir v >0
und ay > 0. Wenn f die Wachstumsbededingung (1.2) erfiillt, dann gibt es eine
Folge von reellen Polynomen {p,} und ein q > 1, so daf (1.1) erfiillt ist, d.h.
geometrische Konvergenz vorliegt.

Beide Sitze initiierten eine Reihe von Anstrengungen, um die Diskrepanz
zwischen hinreichenden und notwendigen Bedingungen abzubauen. In [2]
wurde die iiber die notwendigen Bedingungen hinausgehende Nichtnegati-
vitdt der Taylorkoeffizienten soweit abgemildert, dafl nur noch fast alle a,
nichtnegativ sein muBlten. Roulier und Taylor [11], bzw. Blatt [3] zeigten,
wann die geometrische Konvergenz einer Funktion bei kleinen Stérungen
erhalten bleibt. Henry und Roulier [7] bewiesen fiir eine gewisse Klasse
monotoner Funktionen geometrische Konvergenz und entdeckten die
Unvollstindigkeit der notwendigen Bedingungen von Satz 1. Als zusétzliche
Erweiterung ergab sich, daB die Funktion f nicht zu stark oszillieren durfte.

Wir stellen hier ein hinreichendes Kriterium vor, woraus sich insbesondere
die geometrische Konvergenz fiir ganze Funktionen f ergibt, die fiir alle
geniigend groBen recllen Werte monoton wachsen und die notwendige
Wachtstumsbedingung (1.2) erfiillen. Die Beweismethode benutzt einmal die
Charakterisierung der Minimalldsungen, die im néchsten Abschnitt dar-
gestellt wird, zum anderen eine Vergleichstechnik, wie sie ansatzweise bereits
in [2, 5] zu erkennen ist. Diese Technik versucht, die Approximation auf
[0, o] durch Approximation auf endlichen Intervallen absuschitzen, eine
Idee, die bereits vor einigen Jahren von Meinardus vorgeschlagen wurde.

2. RATIONALE TSCHEBYSCHEFF-APPROXIMATIONEN AUF [0, o]

Im Intervall [0, o0) sind L reelle Punkte x; << x, << -+ < x; (L > 1) vor-
gegeben, denen nichtnegative ganze Zahlen B, , B, ..., 1. zugeordnet sind.
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Wir setzen

L
wx) 1= [ (x — x)™
=1
und betrachten eine Funktion f mit den Figenschaften:

fist in jedem Punkt x; (1 <7 << L) 38;-mal differenzierbar,
f=w - f, wobei f iiber [0, c0) stetig, reellwertig und > 0 ist,
lgrgol 7(—;7 =ceR.
Wir wollen jetzt fiir n >> 38 die Funktion 1/f beziiglich
V, = gl'qeﬂng
q

approximieren, d.h. wir minimieren die Tschebyscheff-Norm

[3=2]= s

L ‘
S g

beziiglich g € I, . Dabei ist 11, die Menge der Polynome vom Grad <
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@.1)
2.2)

2.3)

n.

Wir nennen p,(f) die Minimalabweichung zu 1/f beziiglich V,,. Dazu

bestimmen wir p € I1,,_, so, daB
Px) = fOxy)
firi =1,2,.,Lundj=0,1,..,28;, — 1 gilt und definieren

Vn:: v:l 1 pleHﬂ~2ﬂsq(x)7é0

Man beweist ohne Schwierigkeiten den

q=p+w2p1 fiir alle x € [0, o0) mit x # x;}’

2.4)

(2.5)

SATZ 3. Fiirn =3B ist V, # &, und die Minimallssung zu \[f beziiglich

V,, existiert und liegt in V,, .

Ahnlich wie bei der rationalen Approximation einer Funktion iiber [0, o],
die keine Singularititen besitzt, 148t sich die Minimallésung durch eine

Alternante charakterisieren.
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SATZ 4. Es sei V,+# @ und p,(f)>c,n>=>1. Dann ist vy = 1/gq,
Minimallésung zu 1/f beziiglich V,,

< (1) Falls qoell, —1I1,_;, dann existiert in [0, o) eine Alternante der
Lingen — 2B + 2 zu (1)f) — v, .
Q) Falls qy€l11,_, , dann existiert in [0, o0) eine Alternante der Linge
n— 28+ 1zu (1/f) — v, und der grifte Alternantenpunkt ist ein (-+)-Punkt
von 1/f — v, .

Der Beweis ergibt sich durch die gleiche Beweistechnik wie in [3]. Satz 2
impliziert auch die Eindeutigkeit der Minimallésung.

3. ZWEI VERGLEICHSLEMMATA

f'sei im folgenden eine ganze transzendente Funktion, die die Wahstums-
bedingung (1.2) und (2.1)—(2.3) erfiillt. Wir betrachten

[ i=fx) fir x<r, g
fx)i=fr)  fir x>r. G.1

Fiir r > x, und n > 38 ergibt sich bei der Approximation von 1/fiiber [0, c0]:

1 1
| pa(f) — pa(f) < sup 7 o0 (3.2)

x2r
Vereinbaren wir fiir » > x;

m(r) = max 7~

f(x) 3.3)
so ergibt sich aus (3.2)

pa(f) < palfy) + mlr). (€X))
Wegen (2.4) ist
f—p=w*-F (3.5)

mit einer ganzen Funktion F. Analog zu p definieren wir das Polynom
p elIl,,_, durch die Interpolationsbedingungen

PO(x) = fD(x)
firj=0,1,.,38;, — lundi =1,.., L. Alsoist
f—p=wtF (3.6)
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mit einer ganzen Funktion F. Wir bezeichnen mit

pulhir) = inf |5 o

n

r

die Minimalabweichung von 1/f beziiglich ¥, iiber [0, r], und zu g € CJ[0, r]
mit E,(g, r) die Minimalabweichung zu g beziiglich I, iiber [0, r].

LeMMA 1. Ist w¥(x) = O(f(x)) fiir x — oo, dann existiert eine Konstante
Ky > 0 mit

pl i) <K, - E,,_:,B(F, r)
Siiralle n = 3B und aller = 0.

Beweis. Fiir n > 3B und r > 0 sei p,, die Minimalldsung zu F beziiglich
I, 5 iiber [0, r]:
”F — Dn il = n—SB(F’ r)'

‘Wir setzen

Gn =P + W (pa + En_ss(F, 1))
=wW(Qn + WE, s(F,r)) =w - g,
mit Polynomen Q, und §,. Da f(x) =w- f(x) ist mit f(x) >0 fiir xe
{0, o), folgern wir:
| f(x) = Qa0 = [(A/WE)(f(x) — Bx) — W3(x) pu(x))]
= wi()| F(x) — pa(»)
< W) Ey_yolF, 1)
oder
4n(%) = | Qnlx) + WHX) Ep_gs(F, 1)|
= f(x) + wAx) Ep_o(F, 1) — | /(%) — Qu()]
> fx)

firalle0 <x <r.
Damit erhalten wir fir 0 < x < r:

11 l _ /) — ga(x)]
fx)  ga(x) w(x) f(x) d.(x)
< w(x) | F(x) — Pnlx) — Enss(F, 1)
| (12
< K(r) - Ep6(F, 1)

mit K(r) = 2| w¥/f2|,.
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Wegen wi(x) = O(f(x)) existiert eine Konstante K; > 0 mit K(r) < K;
fiir alle r > 0, und die Behauptung ist bewiesen.

LeMMA 2. Es sei w¥(x) = O(f(x)) fitr x — o, s > 1 und r so gewdihlt, daf

f(r) = s Dann existiert eine Konstante A > 0, eine natiirliche Zahl n, und
reelle Zahlen o = ofr) = r, so daf

pu(f) < mlr) + max(m(r/(s + 2)), A * E(r))

fiir alle n = ny erfiillt ist. Dabei ist

EQ) = max (=) o Eaass (s s b Enssa 1),

Beweis. Es sei ny so gewdhlt, daB ny > 38 + 1 und || fllio e < 5™
ist. Wegen (3.4) geniigt es, p,(f,) < max(m(r/(s + 2)), 4 - E(r)) zu zeigen.
Ist p(f2) < 1/f(r), so ist natiirlich p,(f;) < m(r/(s + 2)). Im Falle p,(f,) >
1/f(r) unterscheiden wir fiir die Minimallésung 1/p, zu 1/f, beziiglich V,, die
Fille

(1) pn EH’n—l
und
2 pnell\I, ;.

Im Fall (1) existiert nach Satz 4 eine Alternante der Linge n — 28 + 1 und
der groBte Alternantenpunkt z ist ein (+)-Punkt von 1/f, — 1/p, . Somit ist
z <rund

p(fr) = pur(/5 1),
somit nach dem vorigen Lemma
palfr) < Ky ¢ En—:’,B—l(F , 1)
Im Fall (2) existiert eine Alternante
0<y <¥: <" <o

der Fehlerfunktion 1/f, — 1/p, mit m = n — 28. Falls y,,,, << r ist, folgern
wir wie eben:

Pn(fr) < K- En—3B(F’ }’) < Kye En—3B—-1(F= r)-
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Ist aber yp,.s > r, 8O ist ¥y, €in (+)-Punkt der Fehlerfunktion und y,,., <r.
Gilt iy = r/(s -+ 2), so ist wegen r/(s + 2) = x; -+ | auch

pu(fr) < m(r/(s + 2)).

Zu untersuchen bleibt noch y,,,, <#/(s + 2):

Mit den Bezeichnungen

Pon=D+ W qu=wW"pn,
fr =W 'fr s
fr —p = we Fr
gilt
P 1 _F—q
fr Pn B fr 'ﬁn ‘
Da pn(x) > 0 und £,(x) > 0 ist fiir alle x € [0, o), bildet das Funktionen-
system

-l

iiber [0, c0) ein Haarsches System der Dimension m 4 1. Somit ist die
Aufgabe, 1/f, beziiglich ¥, iiber [0, oo] zu approximieren, dquivalent zur
Aufgabenstellung, die Funktion F,/( f, - $,,) iiber der Punktmenge

{yl s Va2 seens ym+2}

beiiglich ¥ zu approximieren. Die Minimalabweichung der letzten Aufgabe
und somit p,(f,) ergibt sich durch

”‘i ROy I /"f X

P"(f’) - i=1 fr(yz) Pn(yz)

Dabei sind die Zahlen A bis auf einen Faktor eindeutig bestimmte nicht-
triviale L3sungen des Gleichungssystems:

i )

> firalle gell, .
i=1 f(y1) Pn(y1

Wir setzen
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und Wihlen fiir die Zahlen A; die Darstellung

= Il i —»)™~
Somit gilt
Pl = | S AEG[T INfr a0 (37

Fixieren wir ein v € V55, dann ist

pulf)) < H— =]

U iz -7

Iy =l

Es existiert also eine Konstante K, , so daB in [0, x, + 1] fiir alle n > n,
gilt:

1 - [ =)
) pn(X) SO pa(x) |
oder
f(x)

p =,
PO) 2 11K, T
Andererseits gilt fiir x € [x; + 1, r]

1
7 7 (X)

Somit folgt wegen w¥(x) == O(f(x)): Es gibt eine Konstante K, > 0, so daf}

+ Ko .

f (X) Pn(x) - f(xztzz(’.;(;(X) I?Z

fiir’ \alle n > ny und alle x € [0, r]. Daher erhalten wir aus (3.7):

m+2 m+1

pul1) < 5| L ARO[ X I (3.8)
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Wir unterscheiden die beiden Fille:

m+1

Z AF, A2

(@) < | AmsoaF (Yol

Nun gilt fiirj = 1,...,m + 1:

l)‘m+2 :m+1 Yi — Vi
)‘i i=1 Ym+e — Vi
[£3)
/(s + 2)™ 1

I G ) N O )

Somit folgt aus (3.8):

m+1

palf) < Ko dmsaF(midl [ | X

K,
< m I Fr(ym+2)|'

Jetzt ist F, = (f, — p)/w? und dabher fiir alle geniigend groBen n

] Fr(ym+2)| gfr(ym+2) = s

Also erhalten wir fiir alle n > n,

pulfr) < Ks(sf(s 4 D))

mit einer Konstanten K, , die unabhéngig von n ist.

m+1

®) | X AFAI| > | AmisFo(mss)

Dann ist fiir alle n > n,

m+1

P <K £ mit Ei=| T MG/ 1ML G9)

Wir konnen E interpretieren als Minimalabweichung der Funktion F beziig-
lich des Polynomsystems

V¥ :={v*(X) = (X — Ymso) g(X)| g €11, _;}
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iber der Punktmenge Q = {y; ,..., Ym41}. Da Q C [0, r/(s + 2)], folgt

F r
<L .

E < Ymas Em“l(x—ym+2 ’ s+2>

und somit aus (3.9) unsere Behauptung mit

A= max(K1 s K2 5 K3)a X = Ymya .

4. EIN HINREICHENDES KRITERIUM FUR GEOMETRISCHE KONVERGENZ

Unter Ausniitzen des zweiten Lemmas sind wir in der Lage ein hinreichen-
des Kriterium fiir geometrische Konvergenz zu beweisen.

SATZ 5. f sei eine ganze transzendente Funktion mit den Eigenschaften
(i) f(2)eR fiir alle ze R,
(ii) f besitzt in [0, o) endlich viele Nullstellen,
(iii) ferfiillt die Wachstumsbedingung (1.2),
(iv) es existieren reelle Zahlen s > 1,y > 0 und ¥ > 0 mit

m (s_:}’:T) <\fI firalle r> 7.

Dann besitzt f geometrische Konvergenz.

Beweis. Wir verwenden wieder die Bezeichnungen der vorigen Abschnitte.
Zunichst miissen wir, um die Lemmata anwenden zu k&nnen, zeigen, dal
wi(x) = O(f(x)) fiir x — co:

Wegen (iii) und (iv) gilt fiir x > max(r, , 7):

wz(X) 2 . 20 . —y
|| < e meo < w1
2 K v /6

Da feine ganze transzendente Funktion ist, folgt daraus
wi(x) = o(f(x)) fiir x — o0.

Wir diirfen in (iv), s < 2 annehmen, und es sei 8 = 6(s) wie in (1.2). Wir
wenden jetzt das Lemma 2 an, indem wir dort die Zahl s durch § = s1/(1+8
ersetzen und r = r(n) so wihlen, dafl

f@)y =1f1l, = s
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Zur Abkiirzung setzen wir r* := r/(§ -+ 2) und G(x) := F(x)/(x — «) mit
« = ofn) = r wie in Lemma 2. Betrachten wir die Ellipse E(r*, s), so gilt fiir

den rechten Scheitel £ = r*(} + (s + 1/s)):
& <r/2.
Nach einem Satz von Bernstein [1] ergibt sich

2M(r*, 5)

Ep21(G, %) < G — 1) s

und

2M(r, )
Ensaa(Fy 1) < (5 oo

Wegen (4.1) und « > r folgt

M(r*, s) < Me(r, 5)

Mo, ) < S < SR

und daraus

o s Mo(r*, s) < 2M(r, 5).

@1

Wegen F = (f — p)/w? und F = (f — p)/w® existiert eine Zahl n; € N mit

M(r, ) < 2M(r, s)
und

Mp(r. s) < 2M(r, s)

fir alle » > n,. Somit gibt es wegen der Wachstumsbedingung eine

Konstante C > 0 und eine natiirliche Zahl n, > max(n, , n,) mit

. * ang — . ¢—n/(146)
e En—-2B—l(G, r ) < C o = C S /

und

E‘ﬂ—3ﬁ—l(ﬁ s F ) L C o s—0/040),
Aus Lemma 2 erhalten wir schlieBlich fiir n > n,:

pa(f) < 2m ( 5_:_ 5 ) -+ A4 - max (Cs‘"/‘1+9), (

640/23/3-5

“n

+
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Wegen § < s, folgt aus (iv) fiir alle geniigend grofen n:

< s~ /140,

¥ r
m(517) <m(577)
Setzt man g = min(§ 4 1)/3, s/2+9), so ergibt sich:

T p 0 < mit g > 1.

<3

Folgerung. f sei eine ganze transzendente Funktion mit den Eigen-
schaften (i)~(iii) von Satz 5. Existiert ein 7, >> O mit f’(x) > Ofiirallex > ry,
dann besitzt f geometrische Konvergenz.

Beweis. Um Satz 5 anzuwenden, miissen wir (iv) nachweisen: Wir setzen
dazu s* := 10s fiir ein festes s > 1. Wegen der Wachstumbedingung gibt
es 6(s*) > 0, r(s*) > 0 und K(s*) > 0 mit

M(r, s*) < K@) f 1l “4.2)
fir alle r == r(s*). Definieren wir r* := r/(s + 2), so gilt fiir den rechten

Scheitel ¢ = r*(3 + 1(s* 4+ 1/s*)) der Ellipse €(r*, s*):

r 1 5
£ 53 =
Dabher gilt wegen (4.2) fiir r* > r(s*)

”f”'r* > [_Aﬁ%f)_]l/e(s*) > [}l(j(;q:) ]1/0(s*)‘ (4.3)

Wihlen wir 7, so, daf} || f], = f(r) fiir alle r > r, , dann gilt fiir r = ry(s + 2):

r o 1 - 1
m () = me) = 7N = T

Wihilt man schlieBlich y := 1/(26(s*)), so gibt es wegen (4.3) ein ¥ >> 0 mit
r e
m (m) < I fI7

firaller > 7.

Zu einem hinreichenden Kriterium fiir geometrische Konvergenz benstigen
wir also auBer den in Satz 1 genannten notwendigen Bedingungen zusétzlich
die Voraussetzung (iv), worin sich eine Oszillationsbeschrankung fiir die
Funktion f auf [0, oo) ausdriickt. Andererseits zeigten Henry und Roulier
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[7], daB bei geometrischer Konvergenz zu starke Oszillationen ausgeschlossen
sind. Beides deutet darauf hin, daB3 der Schliissel fiir die vollstindige Charak-
terisierung von Funktionen mit geometrischer Konvergenz in Oszillations-
eigenschaften zu finden ist.
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