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Das Konvergenzverhalten rationaler Approximationen an ganze Funktionen
tiber unbeschrankten Bereichen wurde in jtingster Zeit Gegenstand zahlreicher
Untersuchungen. Wir beweisen in dieser Arbeit ein hinreichendes Kriterium
fUr die geometrische Konvergenz der Minimalabweichungen, das alle bisher
bekannten direkten Kriterien als Spezialfalle enthiilt. Insbesondere ergibt sich
die geometrische Konvergenz fUr ganze Funktionen f mit j'(x) ;;. 0 fUr alle
x ;;. ro , die auBerdem eine fUr die geometrische Konvergenz notwendige Wachs
tumsbedingung erfiillen.

1. GEOMETRISCHE KONVERGENZ RATIONALER ApPROXJMATIONEN

Ausgangspunkt der Untersuchungen tiber das asymptotische Verhalten
der Minimalabweichungen waren Beziehungen zwischen der Holomorphie
und der geometrischen Konvergenz der Minimalabweichungen [6,8,9]: Urn
eine Theorie vom Bernstein-Typ zu entwickeln, betrachtet man zu gegebenem
r > 0 und s > 1 die abgeschlossene Ellipse <fer, s) der komplexen Ebene mit
Brennpunkten in 0 und r und der Summe r . s beider Achsen.

Ftir eine ganze Funktion I setzen wir

Mf(r, s):= max I/(z)l.
ze8(r,s)

1st I: [0, 00] ~ ~, so definieren wir

Ilfll:= sup II(x) I
xe[o 00]

und
IIfllr:= sup f/(x)1

O-S;:;x:<r
fUr r > O.

Meinardus et al. [10] bewiesen das folgende notwendige Kriterium.
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SATZ 1. Sei f(x) eine reelle, stetige Funktion uber [0, (0), {Pn} eine Folge
reeller Polynome mit Pn E IInfur jedes n ?: 0 und q eine reelle Zahl mit

~ 111 1 II
I

/
n 1hm --- =-<1.

n->ro f Pn q
(1.1)

Dann gibt es eine ganze Funktion F(z) mit F(x) = f(x) fur aile x ?: 0 und F
ist von endlicher Ordnung. AufJerdem gibt es fur jedes s > 1 Konstanten
K> 0, 8> 0 und ro > 0 mit

fur aile r ?: ro . (1.2)

Umgekehrt bewiesen die gleichen Verfasser in[IO].

SATZ 2. Sei fez) = L:o ayZY eine ganze Funktion mit ay ?: 0 fur v?: 0
und ao > O. Wennf die Wachstumsbededingung (1.2) erfullt, dann gibt es eine
Folge von reellen Polynomen {Pn} und ein q > 1, so dafJ (1.1) erfullt ist, d.h.
geometrische Konvergenz vorliegt.

Beide Satze initiierten eine Reihe von Anstrengungen, um die Diskrepanz
zwischen hinreichenden und notwendigen Bedingungen abzubauen. In [2]
wurde die tiber die notwendigen Bedingungen hinausgehende Nichtnegati
vitat der Taylorkoeffizienten soweit abgemildert, daB nur noch fast aIle ay

nichtnegativ sein muBten. Roulier und Taylor [11], bzw. Blatt [3] zeigten,
wann die geometrische Konvergenz einer Funktion bei kleinen St6rungen
erhalten bleibt. Henry und Roulier [7] bewiesen fUr eine gewisse Klasse
monotoner Funktionen geometrische Konvergenz und entdeckten die
Unvollstandigkeit der notwendigen Bedingungen von Satz 1. Als zusatzliche
Erweiterung ergab sich, daB die Funktionfnicht zu stark oszillieren durfte.

Wir stellen hier ein hinreichendes Kriterium vor, woraus sich insbesondere
die geometrische Konvergenz fUr ganze Funktionen f ergibt, die fUr aIle
gentigend groBen reellen Werte monoton wachsen und die notwendige
Wachtstumsbedingung (1.2) erfUIlen. Die Beweismethode benutzt einmal die
Charakterisierung der Minimallosungen, die im nachsten Abschnitt dar
gestellt wird, zum anderen eine Vergleichstechnik, wie sie ansatzweise bereits
in [2, 5] zu erkennen ist. Diese Technik versucht, die Approximation auf
[0, 00] durch Approximation auf endlichen Intervallen absuschatzen, eine
Idee, die bereits vor einigen Jahren von Meinardus vorgeschlagen wurde.

2. RATIONALE TSCHEBYSCHEFF-ApPROXIMATIONEN AUF [0, 00]

1m Interval! [0, (0) sind L reel!e Punkte Xl < X 2 < ... < XL (L ?: 1) vor
gegeben, denen nichtnegative ganze Zahlen 131, 132,'''' f3L zugeordnet sind.
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Wir setzen

L

fJ := I fJi'
i~1

L

w(x) := n (x - Xit i

i~1

und betrachten eine Funktion f mit den Eigenschaften:

fist in jedem Punkt Xi (l ~ i ~ L) 3fJrmai differenzierbar,

f = w . /, wobei I tiber [0, (0) stetig, reellwertig und > °ist,

1
. 1
1m fie ) = C E IR.

x---')o) X

Wir wollen jetzt fUr n ~ 3fJ die Funktion Iff beztiglich

approximieren, d.h. wir minimieren die Tschebyscheff-Norm
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(2.1)

(2.2)

(2.3)

beztiglich q Elln • Dabei ist IIn die Menge der Polynome vom Grad ~ n.
Wir nennen Pn(f) die Minimalabweichung zu Iff beztiglich Vn . Dazu

bestimmen wir P E ll213-I so, daB

fUr i = 1,2,... , L undj = 0, 1,... , 2fJi - 1 gilt und definieren

v .- I -! _ I IPI E JIn- 213 , q(x) oF ° I
n • - Iv - q - P + w2PI fUr aile X E [0, IX) mit x oF Xi .

Man beweist ohne Schwierigkeiten den

(2.4)

(2.5)

SATZ 3. Fur n ?: 3fJ ist Vn oF 0, und die Minimallosung zu Iff bezuglich
Vn existiert und liegt in Vn •

Ahnlich wie bei der rationalen Approximation einer Funktion tiber [0, oo},
die keine Singularitaten besitzt, laBt sich die Minimallosung durch eine
Alternante charakterisieren.
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SATZ 4. Es sei tin =I- 0 und Pn(f) > c, n ~ 1. Dann ist Vo = l/qo
Minimallosung zu l/f bezuglich Vn

-= (1) Falls qo E IIn - IIn-l' dann existiert in [0, (0) eine Alternante der
Liinge n - 2f3 + 2 zu (1/f) - Vo '

(2) Falls qo EIIn - 1 , dann existiert in [0, (0) eine Alternante der Liinge
n - 2f3 + 1 zu (1/f) - Vo und der grofite Alternantenpunkt ist ein (+ )-Punkt
von Iff - Vo '

Der Beweis ergibt sich durch die gleiche Beweistechnik wie in [3]. Satz 2
impliziert auch die Eindeutigkeit der Minimallosung.

3. ZWEI VERGLEICHSLEMMATA

f sei im folgenden eine ganze transzendente Funktion, die die Wahstums
bedingung (1.2) und (2.1)-(2.3) erfUllt. Wir betrachten

fr(x) := f(x)

fr(x) := fer)

fUr x ~ r,

fUr x ~ r.
(3.1)

FUr r > XL und n ~ 3f3 ergibt sich bei der Approximation von 1ffUber [0,00]:

Vereinbaren wir fUr r > XL

1
m(r) = max f( ) ,

x;;.r X

so ergibt sich aus (3.2)

Pn(f) ~ pifr) + mer).

Wegen (2.4) ist

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

mit einer ganzen Funktion F. Analog zu p definieren wir das Polynom
pE II313- 1 durch die Interpolationsbedingungen

fUrj = 0, 1,..., 3f3i - 1 und i = 1,... , L. Also ist

(3.6)
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mit einer ganzen Funktion F. Wir bezeichnen mit
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die Minimalabweichung von ll.f beztiglich Vn tiber [0, r], und zu g E C[O, r]
mit En(g, r) die Minimalabweichung zu g beztiglich IIn tiber [0, r].

LEMMA 1. 1st w2(x) = O(f(x)) fur x -- 00, dann existiert eine Konstante
K1 > Omit

Pn(J, r) ~ K1 • En- 3iF', r)

fUr aile n ~ 3f3 und aile r ~ o.
Beweis. Ftir n ~ 3f3 und r ~ 0 sei Pn die Minimallosung zu F beztiglich

lIn- 3f3 tiber [0, r]:

II F - Pn Ilr = En- 3i F, r).

Wir setzen

qn := P+ w3(pn + En- 3iF', r))

= W(Qn + W2En_3f3CF, r)) = w . qn

mit Polynomen Qn und qn. Da f(x) = w ·/(x) ist mit /(x) > 0 fUr x E

{O, (0), folgern wir:

I/(x) - Qn(x)I = I(ljw(x))(f(x) - fi(x) - w3(x) Pn(x))I
= w2(x) IF(x) - Pn(x)I
~ w2(x) En- 3f3(F, r)

oder

qn(x) = I Qn(x) + w2(x) En-3iF', r)1

~ I(x) + w2(x) En- 3f3(F, r) - I!(x) - Qn(x)I
~/(x)

fUr aIle 0 ~ x ~ r.
Damit erhalten wir fUr 0 ~ x ~ r:

I 1 1 I I/(x) - qn(x)I
f(x) - qn(X) = w2(x) !(x) 4nCx)

:s:::: w(x) IF'ex) - Pn(X) - En- 3f3(F', r)/
'" II(x) I2

~ K(r)· En_ 3s(F', r)

mit K(r) = 2 II w3jJ2llr .
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Wegen W 2(X) = O(f(X)) existiert eine Konstante K1 > 0 mit K(r) ~ K1

fUr aIle r ~ 0, und die Behauptung ist bewiesen.

LEMMA 2. Es sei w2(x) = O(f(x))fur x -+ 00, S > 1 und r so gewiihlt, dajJ
f(r) = sn. Dann existiert eine Konstante A > 0, eine natilrliche Zahl no und
reelle Zahlen ex = ex(r) ~ r, so dajJ

Pn(f) ~ m(r) + max(m(r/(s + 2)), A . E(r))

fur aile n ~ no erfullt ist. Dabei ist

E(r) = max (( s ~ 1 f, ex' En- 2IJ- 1 ( x ~ ex ' S ~ 2)' En- 3IJ- 1(F, r)).

Beweis. Es sei no so gewahlt, daB no ~ 3f3 + 1 und Ilfll(s+2)("'L+l) < snf)
ist. Wegen (3.4) genligt es, Pn(fr) ~ max(m(r/(s + 2)), A . E(r)) zu zeigen.
1st Pn(fr) ~ l/f(r), so ist natlirlich Pn(fr) ~ m(r/(s + 2)). 1m FaIle Pn(fr) >
l/f(r) unterscheiden wir fUr die Minimallosung I/Pn zu l/fr bezliglich Vn die
FaIle

(1) Pn Elln _ 1

und

1m Fall (1) existiert nach Satz 4 eine Alternante der Lange n - 2f3 + 1 und
der groBte Alternantenpunkt z ist ein (+)-Punkt von 1/fr - I/Pn . Somit ist
z < r und

Pn(fr) = Pn-l(f, r),

somit nach dem vorigen Lemma

1m Fall (2) existiert eine Alternante

o~ Yl < Y2 < ... < Ym+2

der Fehlerfunktion Ilfr - I/Pn mit m = n - 2f3. Falls Ym+2 ~ r ist, folgern
wir wie eben:
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1st aber Ym+2 > r, so ist Ym+l ein (+)-Punkt der Fehlerfunktion und Ym+l < r.
Gilt Ym+l ): rj(s + 2), so ist wegen rj(s + 2) ): XL + 1 auch

Pn(fr) ~ m(rj(s + 2)).

Zu untersuchen bleibt noch YmH < rj(s + 2):

Mit den Bezeichnungen

Pn = P + w2
• qn = W • Pn ,

Ir=w·fn

Ir - P = w2 'Fr

gilt

I Fr - qn
---
Ir Pn fr' Pn .

Da pix) > °und fix) > °ist ftir aIle x E [0, (0), bildet das Funktionen
system

tiber [0, (0) ein Haarsches System der Dimension m + 1. Somit ist die
Aufgabe, 1lfr beztiglich Vn tiber [0, 00] zu approximieren, aquivalent zur
Aufgabenstellung, die Funktion Frj(fr . Pn) tiber der Punktmenge

betiglich V zu approximieren. Die Minimalabweichung der letzten Aufgabe
und somit Pn(fr) ergibt sich durch

Dabei sind die Zahlen Xbis auf einen Faktor eindeutig bestimmte nicht
triviale Losungen des Gleichungssystems:

flir aIle q E JIm .

Wir setzen

flir i = 1, 2, ... , m + 2,
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und Wahlen fUr die Zahlen Ai die Darstellung

m+2

Ai = IT (Yi - Yj)-l.
j~l

j#i

Somit gilt

Fixieren wir ein v E V31l , dann ist

Pn(fr) ~ II )r - v II

~ II f(x~+1) - v II + II !<x:+1) - ). II

~ II 1 - v II + m(xL + 1).
f(XL+l)

(3.7)

Es existiert also eine Konstante Ko , so daB in [0, XL + 1] fUr aIle n ? no
gilt:

1_1 __1_1 -I /(x) - pix) I~ K.
f,(x) Pn(x) - f(x)' Pn(x) '" 0

oder

, j(x)
p,,(x) ? 1 + Ko ' If(x) I .

Andererseits gilt fUr x E [XL + I, r]

Somit folgt wegen w2(x) = O(f(x)): Es gibt eine Konstante K 2 > 0, so daB

f"(x) . p' (x) = f(x) . Pn(x) ? ~
r n w2(x) K

2

fUr~alle n ? no und alle x E [0, r]. Daher erhalten wir aus (3.7):

(3.8)
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Wir unterscheiden die beiden Faile:

Nun gilt flir j = 1,... , m + 1:
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< (rl(s + 2))m
'" (r - rl(s + 2))m

Somit folgt aus (3.8):

(s + l)m .

m+l
Pn(fr) ~ K2 . I Am+2FrCYm+2)1! L I Ai I

i=1

Jetzt ist Fr = (fr - p)lw2 und daher fUr aile geniigend groBen n

Also erhalten wir flir aIle n ;?: no

mit einer Konstanten Ka , die unabhangig von n ist.

Dann ist flir aIle n ;?: no

I
m+1 I m+l

mit E:= ~ ~F(Yi)!~ IAi I.
.=1 .=1

(3.9)

Wir konnen E interpretieren als Minimalabweichung der Funktion F bezlig
lich des Polynomsystems

V* := {v*(x) = (x - Ym+2) q(x)I q Ellm _ l }
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iiber der Punktmenge Q = {Y1 ,... , Ym+l}' Da Q C [0, r/(s + 2)], folgt

und somit aus (3.9) unsere Behauptung mit

4. EIN HINREICHENDES KRITERIUM FUR GEOMETRISCHE KONVERGENZ

Unter Ausniitzen des zweiten Lemmas sind wir in der Lage ein hinreichen
des Kriterium fUr geometrische Kanvergenz zu beweisen.

SATZ 5. f sei eine ganze transzendente Funktion mit den Eigenschaften

(i) fez) E !Rfiir aile z E!R,

(ii) f besitzt in [0, OC!) endlich viele Nullstellen,

(iii) f erfiillt die Wachstumsbedingung (1.2),

(iv) es existieren reelle Zahlen s > 1, y > °und r > °mit

fiir aile r;? r.

Dann besitztfgeometrische Konvergenz.

Beweis. Wir verwenden wieder die Bezeichnungen der vorigen Abschnitte.
Zunachst miissen wir, um die Lemmata anwenden zu konnen, zeigen, daB
w2(x) = O(f(x» fUr x ---+ 00:

Wegen (iii) und (iv) gilt fUr x ;? max(ro , 7):

I ~~i \~ II w
2 11x . m(x) ~ II w

2 1ix '1Ifll;Y
K y/e

~ II w
2 11x [Mt(X, s)] .

Dafeine ganze transzendente Funktian ist, falgt daraus

w2(x) = o(f(x» fUr x ---+ 00.

Wir diirfen in (iv), s ~ 2 annehmen, und es sei 8 = 8(s) wie in (1.2). Wir
wenden jetzt das Lemma 2 an, indem wir dart die Zahl s durch I = Sl/(1+8)

ersetzen und r = r(n) sa wahlen, daB

fer) = Ilfllr = In.
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Zur AbkUrzung setzen wir r* := r/U + 2) und G(x) := F(x)/(x - ex) mit
ex = ex(n) ? r wie in Lemma 2. Betrachten wir die Ellipse <£:(r*, s), so gilt fUr
den rechten Scheite1 g= r*(t + !(s + l/s»:

g< r/2.

Nach einem Satz von Bernstein [1] ergibt sich

E (G *) 2MG(r*, s)
n-2/J-l ,r ~ (s _ 1) sn-2/J-l

und

p 2Mp(r, s)
En- 313- 1( ,r) ~ (s _ 1) sn-313-1 •

Wegen (4.1) und ex ? r folgt

M ( * ) --- Mp(r*, s) MF(r, s)
G r ,s """ /2 """ex - r ex - r/2

und daraus

ex' MG(r*, s) ~ 2MF(r, s).

(4.1)

Wegen F = (f - p)/w2 und P = (f - p)/w3 existiert eine Zah1 nl E N mit

MF(r, s) ~ 2MtCr, s)

und

Mp(r. s) ~ 2MtCr, s)

fUr aIle n ? n1 . Somit gibt es wegen der Wachstumsbedingung eine
Konstante C > 0 und eine natUrliche Zah1 n2 ? max(no , n1) mit

ex . E (G r*) ,,::::: C Ilfll~ = C . s-1l/(1+0)
n-2/J-l, '::: sn

und

Aus Lemma 2 erha1ten wir schliel31ich fUr n ? n2 :

Pn(f) ~ 2m ( s~ 2 ) + A • max (Cs-n/(1+O), ( S~ 1 )}
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Wegen i < s, folgt aus (iv) flir aIle genugend groBen n:

m(_r_) :s: m(_r_) :s: s-(n·,,)/(1+8)
&+2 '" s+2 '" .

Setzt man q = min(.f + 1)/i, Sl/(l+8», so ergibt sich:

lliii Pn(f)l/n ~ !
n-"" q

mit q > 1.

Folgerung. I sei eine ganze transzendente Funktion mit den Eigen
schaften (i)-(iii) von Satz 5. Existiert ein r1 ~ 0 mitf'(x) ~ 0 fUr aIle x ~ r1,
dann besitztI geometrische Konvergenz.

Beweis. Um Satz 5 anzuwenden, mussen wir (iv) nachweisen: Wir setzen
dazu s* := lOs fUr ein festes s> 1. Wegen der Wachstumbedingung gibt
es 8(s*) > 0, r(s*) > 0 und K(s*) > 0 mit

MiT, s*) ~ K(s*)(ll/llr)8{8*) (4.2)

fUr aIle r ~ r(s*). Definieren wir r* := r/(s + 2), so gilt fUr den rechten
Scheitel g = r*(t + Hs* + l/s*» der Ellipse G:(r*, s*):

r (1 5)g ~ s + 2 :2 + :2 s ~ r.

Daher gilt wegen (4.2) fUr r* ~ r(s*)

. [ Mf(r*, s*) ]1/8{8*) [ll/lir ]1/8(8*)

IIi Ilr* ~ K(s*) ~ K(s*) . (4.3)

Wahlen wir r2 so, daB 1I/IIr = fer) fUr aIle r > r2 , dann gilt flir r ~ rls + 2):

Wahlt man schIieBlich y := 1/(28(s*», so gibt es wegen (4.3) ein i ~ 0 mit

m C~ 2) ~ 11/11;:-"

fUr aIle r > i.

Zu einem hinreichenden Kriterium flir geometrische Konvergenz ben6tigen
wir also auBer den in Satz 1 genannten notwendigen Bedingungen zusatzIich
die Voraussetzung (iv), worin sich eine OsziIIationsbeschrankung flir die
Funktion f auf [0, OCJ) ausdruckt. Andererseits zeigten Henry und RouIier
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[7], daB bei geometrischer Konvergenz zu starke Oszillationen ausgeschlossen
sind. Beides deutet darauf hin, daB der Schliisse1 fUr die vollstandige Charak
terisierung von Funktionen mit geometrischer Konvergenz in Oszillations
eigenschaften zu finden ist.
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